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ПРО ХАРАКТЕРИСТИКИ ДЕЯКИХ КОПУЛ
Ю. І. ВОЛКОВ
Розглянуто приклади ряду двомірних копул; даються алгоритми для 
побудови розподілів з цими копулами; вводиться поняття середньої лінійної 
модульної регресії й знайдено відповідні прямі для розглядуваних копул.
\¥е сопзісіег а го\у оГ Ілуо-сіітепзіопаї сориіаз, а1§огШіт8 аге § і у є п  Гог іЬе 
сопзігисііоп оГ сіізІгіЬиІіопз \¥ІїЬ їЬезе сориіаз, іЬе сопсері оГ тісісіїе Ііпеаг тосіиіе 
ге§гез8Іоп із епїегесі апсі согге8ропсііп§ Ііпез аге Гоипсі Гог ехатіпесі сориіаз.
1. Приклади копул та їх генераторів
Двомірною копулою сукупності випадкових величин називається 
функція розподілу цих величин і така, що її маргінальні розподіли є 
рівномірними на проміжку [0,1].
Копулам і їх застосуванням приділяється багато уваги, див., наприклад,
[1,2].
В роботі вказується ряд сукупностей випадкових величин розподілами 
яких будуть відомі копули.
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Загальна схема, якою користуються для знаходження розподілу заданої 
сукупності така. Нехай сукупність (<^,ц) рівномірно розподілена в 
одиничному квадраті [0,1] [0,1]. Розглянемо сукупність випадкових величин 
(Ц,Р): ^  = £, V = Н(^,ц) і таку, що відображення и=х, у=И(х,у) взаємно
однозначне, отже, мож на виразити х і у  через и та V. Нехай у=у(и,у). Тоді
и
функція розподілу сукупності (Ц, V) буде такою: С (и, V) = | у ( і , V)Ж , а звідси
0
, . , ч д 2 С (и, V) ду(и, V)
знаходимо щільність с(и ,V) = ------ — - = — -— -.
дидV дV
Навпаки, якщо задано копулу С(х,у) , то для генерування сукупності 
випадкових величин (<^,ц) з такою копулою потрібно спочатку знайти
функцію розподілу величини п за умови Е=х , використовуючи
у д 2С (х і )
співвідношення Рл\ї=х = і С(^  І)М  , де с(х, І) = ---------  — щільність копули.
0 дхді
Потім з рівняння Р^ х (х, у) = 2  знаходимо у  = у (х, і )  і тоді функцією 
розподілу сукупності (£, ц = у(£,д)), де випадкові величини Е та дрівномірно 
розподілені на проміжку [0,1], буде копула С(х,у). На практиці для отримання 
значень величин Е, та д використовується який-небудь генератор випадкових 
чисел.
П риклад 1.1. Функцією розподілу сукупності
( | ,  2^(і -  о (2£  -1 )  + V(1 -  о (2£  - 1))2 + 4 а ц (2 ^  - 1 ) )Г'), - 1  < о <  1,
буде копула Моргенштерна (М огдетіет,$)
С  ( и , V) =  и у  (1 +  о  (1 -  и )(1 -  V) ) ,  с(и, V) = 1 +  о  (1 -  2и)(1 -  2V)). (1)
Справді, розв’язуємо рівняння
2у (1 -  о(2и  - 1) + д/(1 -  о(2и  - 1))2 + 4оу(2и -1 ))- = V відносно у.
Матимемо у(и,V) = оV(1 -  V)(1 -  2и) + V . Звідси отримаємо (1).
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П риклад 1.2. Функцією розподілу сукупності
Є, 1 - 1 -
,1/2\
Є(Є -  2)ц2 ^ Є 2(Є -  2 )2ц 4 + 4ц2(1 -  Є)
2(1 -  Є)2
буде копула Дж оя (Зоі,$) С (и, V) = 1 -  -^ 1 -  ш>(и -  2 ) ^  -  2) ,
с(и, V) =
(1 -  и )(1 -  V)(иV(2 -  и )(2 -  V) -  2))
(1 -  иV(2 -  и )(2 -  V))3 /2
(2)
Справді, розв’язуємо рівняння
1 -
и(и -  2)у 2 + ^ и 2 (и -  2 )2у 4 + 4у 2(1 -  и)
1 -
2 . .4  , л ..2, , 1/2
відносно у . Матимемо
у (и  V)
2(1 -  и )2
V(1 -  и )(2 -  V)
-^ 1 — иV(2 — и )(2 — V)
= V
Звідси отримаємо (2).
2
2
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Г рафік щільності копули Джоя
П риклад 1.3. Функцією розподілу сукупності Є,
копула Клайтона (СІауіоп,я) С (и, V):
Справді, розв’язуємо рівняння
Матимемо
у (и, У) =
т
и + V -  VV
, с(и,V)=
1 -  (1 -  Є)4п
2иV
буде
(и + V -  иV)3
(3)
и4 у
1 -  (1 -  и )л[у
V відносно у .
(и + V -  иV)2
Звідси отримаємо (3).
Графік щільності копули Клайтона
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П риклад 1.4. Функцією розподілу сукупності
Є ,1 -  ехр
1 ж-1(£)
\ \
в  в1од(1 -  Є) -1
, 0 < в  < 1, £ = е~х'в (1 -  Є)(1 -  ц)(1од(1 -  Є) -  1 /в)
/у
(Ж-1- функція Ламберта) є копула Гамбеля (ИитЬеІ,8)
С в (и, V) = и  + V - 1  + (1 -  и)(1 -  V )еxр(-в1о§(1  -  м)1о§(1 -  V)). 
Доведення. Розв’язуємо рівняння
(4)
1 -  ехр
1  -  ж  1 (е-1/в(1 -  и)(1 -  у)(1од(1 -  и) -  1/в)) 
в  в1од(1 -  и ) - 1
V відносно у.
Матимемо
ж_1(е~1/в(1 -  и)(1 -  у)(1од(1 -  и) -  1 /в)) = (віо§(1 -  и) -  1)(1/в -  1од(1 -  V)
Звідси
у(и, V) = 1 + (в1од(1 -  V) - 1)(1 -  V)(1 -  и) г01О§(1гV) , а тому
С  (и, V) = І  у ( і, ^ )йі = и + V - 1  + (1 -  и )(1 -  V)(1 -  и )г01О§(1гV ) _
и + V -1  + (1 -  и )(1 -  V) ехр(-в  1од(1 -  и )1од(1 -  V)).
Графік щільності копули Гамбеля (0=0.5)
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П риклад 1.5. Функцією розподілу сукупності 
2ц(ц -  1)(Є(а2 -1 ) -  а  +1) -  а  -  (2ц -1 )7 а 2 + 4 (а 2 -  1)аЄл(1 -  Є)(1 -  Л)
Є, 2(л(л -  1)2(а  - 1)2 -  а )
а  > 0
буде копула Плакетта (Р1аскеіі,х)
С (и, V) = --- 1-((а -  1)(и + V) +1 -  д/((а -  1)(и + V) + 1)2 -  4 а (а
2(а - 1 ) '
Справді, розв’язуємо рівняння
(5)
2у (у  -  1)(и(а -1 )  -  а  +1) -  а  -  (2у  - 1 ) ^ 0  + 4 (а  -  1)аиу(1 -  и)(1 -  у)
2( у ( у  -  1)2(а - 1)2 -  а )
= V
відносно у. Матимемо
1
у (и ,V) = -
(а  -  1)(и + V) +1 -  2аV
2 2л/((а -  1)(и + V) + 1)2 -  4 а ( а  -  1)иV
Звідси отримаємо (5).
Г рафік щільності копули Плакетта (а=2)
П рим ітка. З копул можна отримувати так звані копули виживання 
(8игугуа1 сори1а8 [1, 1.6.1 р.32]) С (и,V) = и + V- 1  + С (1 - и, 1 - V), які будуть 
функціями розподілу сукупностей (1 -  Є, 1 -  л) . Наприклад, для копули 
Гамбеля копула виживання така: Св (и,V) = т  ехр(-в1од и 1одV) , а для
копули Клайтона С  (и, V) = С  (и, V).
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П риклад 1.6. Побудувати сукупність випадкових величин з копулою
РОМ(2)
С  (х у ) = ху(1+2 (1 -х2)(1 -  у 2)).
Для цієї копули щільність с( X, у) = 1 + 1(1 -  3х 2)(1 -  3 у 2) ,
у 1
X =  І с ( х  і =  2 ( ( 3 х 2 - 1 ) у 3 +  3 у (1  -  х 2 ) ) .
0 2
З кубічного рівняння (3х2 - 1 )у 3 + 3у(1 -  х 2) -  22  = 0 (відносно
у=у(х,2 )) знаходимо
у :
2 , уеиі х
1
л/3 ’
6^2(3х2 -1 ) 
1
3\І2(3х2 -1 )
((1 + і4~3 )и( х, 2 ) - 2(1 -  х-2) '
и (х, 2 )
^[4V(х, 2)
. .  /V Л /V, уеиі х <
л/3
и ( х , 2 )
-  и (х, 2 ) . .  /V Л /V, уеиі х  <
л/3 ’
де
и (х, 2 ) := 3 2(3х2 - 1)2 2 + .
2ч 32 (1 -  х2)2 + 4 '
3х2 -1
ч 1/3
, V(х, 2 ):= 9(1 -  х 2)(3х2 -1 ) .
/у
Звідси отримуємо шукану сукупність (Є, ц = у(Є,£)), де випадкові
величини Е, та с рівномірно розподілені на проміжку [0,1].
П риклад 1.7. Побудувати сукупність випадкових величин з копулою 
РОМ(3)
С (x, у ) = ху (1 + 3 (1 -  х 3)(1 -  у 3)).
Для цієї копули щільність с( х, у) = 1 + 1(1  -  4 х 3)(1 -  4 у 3) ,
1
1
1
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у 1
Рп\Є=х = | с(X і = - ((4х 3 - 1 ) у 4 + 4у (1 -  х3)).
0 3
З рівняння (4х 3 -1 )у 4 + 4у(1 -  х3) -  32 = 0 (відносно у) знаходимо
'  ґ  ,  ,  ЧЧ1/3 -  3^ п г  Л 1/2
у = і
V(х, 2)
л/2
+
2(и(х, 2))13 2(4х3 -1) (4х3 - 1 ^ х, 2 )
(и(х, 2 ))1/3 + (1 -  х 3)л/2 . .  /V Л /V ,, уеиі х Ф 1
3/4 ’
2 , уеиі х =
1
3/4 ’
де
и(х, 2 ):= -1  + 6х 3 -  9х 6 + 4х у + ((1 -  4х3)2((х3 - 1)4 + 2 3(4х3 -1 ))\ 1/2
V(х, 2) :
1/3 Л2 -  42х  ^ + (и(х, 2)) 
у (4х3 -  1)(м(х, 2))1/3 у
1/2
Звідси отримуємо шукану сукупність (Є, ц = у(Є,£)), де випадкові
величини Е та с рівномірно розподілені на проміжку [0,1].
П риклад 1.8. Побудувати сукупність випадкових величин з копулою 
С (х, у ) = ху (1 + (1 -  х)(1 -  у)(1 + ху )). (Копула Фарлі-Гамбеля_1).
Для цієї копули щільність
с(х, у) = 2 -  2х -  2у  + 8ху  -  6х 2у  -  6х у 2 + 9х 2у 2, 
у
Рцє=х = І  с(х, і )іїі =у 3 (3х2 -  2х) -  у 2 (3х2 -  4х +1) + 2у (1 -  х)
З кубічного рівняння (відносно у)
у 3 (3х2 -  2х) -  у 2 (3х2 -  4х +1) + 2у(1 -  х) -  2 — 0.2/0 ,„2
знаходимо
у = у ( ^  2) = <
л/1 + 32 - 1 , уеи
и(х,2) + V(x,2)-8(x), уеиі Л(х,у) > 0,
2 - 1 р( х) 
у 3
N 1/2
агссо§
1/2
р (х)
-  ^(х), уеиі л(х,у) < 03
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де
3х — 4х  +1 , ч 9х  — 6х  — 8х  + 4х  +1
^(х) ‘ 3(2х -  3х2) , Р(х) ‘ 3х2 (3х -  2 )2
д(х, і )  :=
а  (х, і ) :=
2(9х 3 +12х 2 -  11х -  1)(3х - 1)(х -1 )
Р ( х ) ' 
V 27 у
+
27х (3х -  2)3
+
і
х(3х -  2)
ґ  1 л
“ (х’і ) : = - 2 ч (х ’2 ) + д а )  ’ У(х’і ) : = - ^
Р ( х) 
3и (х, і )
Звідси отримуємо шукану сукупність (£, г  = у(£,д)), де випадкові
величини Е та с рівномірно розподілені на проміжку [0,1].
2. Л інійна середня модульна регресія 
О значення 1. Пряма у=ах+Ь називається прямою середньої модульної 
регресії ц на Е, якщо модульне відхилення 5 (а, Ь) := М  | г  -  а£ -  Ь | приймає 
найменше значення.
Аналогічно дається означення прямою середньої модульної регресії Е
на ц .
Для копул зі щільністю с(х,у)
11
5 (а, Ь) = 111 у  -  ах -  Ь | с(х, у)ахау  = |ах |у с (х , у)Оу -  а | хах  |с ( х, у)Оу -
1 1  
0 ах+Ь
1 ах+Ь
ь | ах |  с(х, у)ау  + а |х а х  |с (х , у)ау  +ь |  ах |  с(х, у)ау  - 1ах |у с (х , у)ау ■
00
1 1 ах+Ь
0 ах+Ь 0 0
0 ах+Ь
1 ах+Ь
0 0
ах+Ь \
|  ах |  ус(х, у)ау + |(2 а х  + 2Ь -  2у)с(х, у)Оу -  ах -  Ь а звідси
1 а 1 ах+Ь
х5(а, Ь) ^ 2 ^ 2 ^- Ь + І  ах |  (2ах + 2Ь -  2у )с( х, у)Оу .
0 0
Для знаходження коефіцієнтів а та Ь потрібно розв’язати систему
2
2
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5 = о
да
д5 = о
дЬ
, яка для копул буде такою:
1 ах+Ь 1
|ха х  |  с ( х ,  у ) ау = —.
0 0 40 0
1 ах+Ь ах+ Ь 1
|а х  |  с(х, у)ау  = - .
(6)
0 0
1 1 ах+Ь
Тоді 5 (а, Ь) = — -  2|а х  |у с (х , у )0у
0 0
О значення 2. Для сукупності (Е, ц) пряма у=ах+Ь називається 
медіанною , якщо
р ((£ ,г ) | г ^ а£  + Ь )^ ^  р ((£ ,г ) г а£  + Ь )^ 2  .
1 ах+Ь
х
0 0
Через те, що | а  |с (х ,у )а у  = Р ((£ ,г ) | г  ^ а£  + Ь ) , то з (6) випливає
що
пряма середньої модульної регресії буде і медіанною прямою.
П риклад 2.1. Знайти пряму середньої модульної регресії й модульне 
відхилення для копули Моргенштерна
с( X у)
д 2С (х, у ) 
дхду
1 + а (2 х  - 1)(2у  -1 )
1
Ь) = - ( 3 а а  + 5а (2Ьа — а  + 2) + 5а(2 Ь а  + 2Ь(3 — « ) — 3) + 30Ь — 30Ь +15)
Далі потрібно розв’язати систему
^ 1 (9 а 2 а  + 10а(2Ьа -  а  + 2) + 5(2Ь2а  + 2Ь(3 -  а )  -  3 = 0, 
1 ( а 2а  + а (2Ь а -  а  + 3) + 6Ь -  3 = 0
. 5 + л/ 25 + 1 5а  , 5 + 3 а  — л/ 25 + 1 5а
Звідси а  = ----------------------- , Ь =
3а 6а
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Діаграма розсіювання й медіанна пряма для копули Моргенштерна
(а = 1)
П риклад 2.2. Знайти пряму середньої модульної регресії й модульне 
відхилення для копули РОМ(2) с( х, у) = 1 + 1 (1  -  3х2 )(1 -  3 у 2),
1 1 — а
5(а,Ь) = —  (8а4 + 35а2Ь + 28а2(2Ь2 +1) + 35аЬ(Ь2 + 3) + 140Ь2) + —^ ~  — Ь .
Далі потрібно розв’язати систему
132а3 + 105а 2Ь + 56а(2Ь2 +1) + 35(Ь3 + 3Ь — 2) = 0,
[5а3 + 16а 2Ь + 15а(2Ь2 +1) + 40Ь — 20 = 0.
Звідси а=0.491189... , Ь=0.26289..., 8=0.225742...
Діаграма розсіювання й медіанна пряма для копули РОМ(2)
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П риклад 2.3. Знайти пряму середньої модульної регресії й модульне 
відхилення для копули РОМ(3) с( х, у) = 1 + 1(1  -  4 х 3 )(1 -  4 у 3)
5(а, Ь) = -  + - —  Ь + Ь2 + —  + 3а- Ь-  + 2  а 2(1 + Ь3) + —  а(2Ь4 + 8Ь -  5).
1 а 5 
--1----
2 27 5 7 9
Далі потрібно розв’язати систему
1
10
5а4 4а3Ь 9а2Ь2 4 1 ои о  л-----+ -------+ -------- + —а(1 + Ь ) + — (2Ь + 8Ь -  5) = 0,
27 5 7 9 10
а 4 6а3Ь 4 2 2 8
1 + 2Ь + —  + ------ + — а Ь + —  а(1 + Ь ) = 0.
5 7 3 10
Звідси а=0.484827..., Ь=0.271799..., 8= 0 .227548 . .
Діаграма розсіювання й медіанна пряма для копули РОМ(3)
П риклад 2.4. Знайти пряму середньої модульної регресії й модульне 
відхилення для копули Фарлі-Г амбеля_1.
С (х, у ) = ху (1 + (1 -  х)(1 -  у)(1 + ху)),
с(х, у ) = 2 -  2х -  2у  + 8ху  -  6х 2у  -  6х у 2 + 9х 2у 2,
1
5(а,Ь) = —  (10а4 + 7 а3(6Ь +1) + 7 а 2(9Ь2 + 4Ь + 5) + 35а(Ь3 + Ь1 + 4Ь -  3) +
210Ь2 -  210Ь +105).
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Далі потрібно розв’язати систему
40а3 + 21а2(6Ь +1) + 14а(9Ь2 + 4Ь + 5) + 35(Ь3 + Ь2 + 4Ь -  3) = 0, 
6 а3 + 2 а 2(9Ь + 2) + 5а(3Ь2 + 2Ь + 4) + 30(2Ь -1 )  = 0.
Звідси а=0.537047 . ,  Ь=0.2370066 . ,  8=0.360855 .  .
Діаграма розсіювання й медіанна пряма для копули Фарлі-Гамбеля_1
П риклад 2.5. Знайти пряму середньої модульної регресії й модульне 
відхилення для копули Фарлі-Гамбеля_2.
С (х, = ху(1+ 2 (1—х І)(1—у 2)(1+ ху)),
с( х,у) = і (3 -  3х 2 + 4ху -  8х=у -  3 у 2 + 9х 2 у 2 -  8ху 3 ^ у 3),
5 ( а ,  Ь )  = 1  +  —  а 5  +  а 4
2  6 3
-  Ь  -  Ь 2  + —  а 3 ( 4 8 Ь 2  +  3 5 Ь  -  8 )  +  
1 4 0
— а 2 ( 6  - 5 Ь  +  1 2 Ь 2  +  1 0 Ь 3 )  +  —  а ( 8 Ь 4  +  1 5 Ь 3  -  8 Ь 2  +  Ь  -  3 0 ) .
3 0  6 0
Далі потрібно розв’язати систему
1 0  4  3
— а  +  а
6 3
ґ  8  2 Л
----- 1----
V  3 5  3  ,
3 1
Ь  + -а 2 ( 4 8 Ь 2  +  3 5 Ь  -  8 )  +  —  а ( 1 0 Ь 3  +  1 2 Ь 2  -  5 Ь  +  6 )  +
1 4 0  1 5
— ( 8 Ь 4  +  1 5 Ь 3  -  8 Ь 2  +  Ь  -  3 0 )  =  0 ,  
6 0
1  2 4
—  +  —  Ь  
V 4  3 5  ,
+  2 Ь  +  а
4
- Ь  +  Ь 2  - ­
V  5  6 У
1  ^  1  2  3  
+  —  а ( 4 5  -  1 6 Ь  +  4 5 Ь 2  +  3 2 Ь 3 ) .  
6 0
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Звідси а=0.609218..., 6=0.211914..., 5=0.210082... .
1.0
0 0 * ' ' '***  • •• •
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Діаграма розсіювання й медіанна пряма для копули Фарлі-Г амбеля_2 
П рим ітка. Розглянуті системи мають по декілька розв’язків. Серед них 
ми вибираємо дійсний і такий, для якого модульне відхилення найменше.
3. П очаткові моменти копул
Для ряду копул можна знайти початкові моменти всіх порядків у 
замкненому вигляді. Початкові моменти атп порядку т+ п  знаходяться за
формулами атп —Ц х ту пс(х ,у)іїх іїу , а коефіцієнт кореляції р  — 12а11 -  3.
11
00
Приведемо декілька прикладів.
П риклад 3.1. Для копули Моргенштерна зі щільністю 
с(х, у) — 1 + а(1 -  2х)(1 -  2у), - 1  < а < 1,
1 к  атп ^
Коефіцієнт кореляції р  — 3а /7.
П риклад 3.2. Для копули РОМ зі щільністю
(т + 1)(п + 1)(1 + т + р)(1 + п + р)
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Коефіцієнт кореляції р
(Р + 2)2 '
Приклад 3.3. Для копули Фарлі-Гамбеля ї зі щільністю
с (х , у ) = 2 -  2х -  2у  + 8ху  -  6х 2у  -  6ху 2 + 9х 2у 2
1
а . .
ґ 2{т + 3) 4т Зт{т + \ ) л 
п + 1V п + 2 п + З(т + \)(т + 2){т + 3)
Коефіцієнт кореляції р  = 5/12.
Приклад 3.4. Для копули зі щільністю
с(х,у) = 1 + а(\ -  х)(1 -  у)( 1 -  Зх)(1 -  3у), -  0.5 < а < 0.5,
/
1
а =тп (т + \){т + 2 ){т + 3) 
Коефіцієнт кореляції р  = 19а/12.
6 + т(5 - 2 а  + т) 8ат бат
—  + ----- +
п +1 п + 2  п + 3
П О С И Л А Н Н Я
[1] Іоііпзоп, М.Е.,С1ііап§ \Уап§ апсі Іоііп 8. (1984). Оепегаїіоп оГ сопііпиош 
тиШуагіаІе сііаІгіЬиІіопз Гог зшізіісаі арріісаііопз. Атегісап .ІоигпаІ о /  МаіИетаіісаІ апсі 
Мапа§етепі 8сіепсея, 4 ,  225-248.
[2] №1зеп К.В.(2006). Ап іпігосіисііоп іо сориіая. 8ргіп§ег, № \у Уогк.
